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摘　要：　现有无源定位模型均假定运动传感器的位置在电磁波信号传播过程中不变或近似不变，该模型对于自

由空间中电磁波信号定位场景较为合理 . 然而在声波、地震波等慢信号定位场景中，传感器与目标相对运动导致的定

位移动距离与信号传播距离的比值不容忽略，继续采用现有无源定位模型可能会带来较大性能损失 . 针对该问题，本

文以水声定位为例，开展存在传感器运动效应（Sensor Motion Effect，SME）和未知水声信号传播速度的无源定位方法研

究 . 首先建立存在SME的水下无源定位观测模型，分析现有定位模型未考虑SME的性能损失原因，并导出新模型下的

克拉美-罗下界（Cramer-Rao Lower Bound，CRLB）；随后提出联合估计合作目标位置与水声信号传播速度的闭式解；最

后通过理论分析与仿真实验验证了本文所提方法的有效性和优越性 .
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Abstract:　The existing passive localization methods assume that the moving sensor positions remain unchanged (or 
approximately unchanged) during signal propagation. This assumption is reasonable in the free space of wireless radio prop⁃
agation. However, in environments where slow signals such as acoustic waves or seismic waves are used for localization, 
the relative motion between the sensors and the unknown targets results in a non-negligible ratio of the movement distance 
to the signal propagation distance, using existing passive localization models may lead to substantial performance loss. To 
address this issue, this paper take the underwater acoustic localization scenario as an example to investigate the passive lo⁃
calization algorithm in the presence of the Sensor Motion Effect (SME) and the unknown underwater acoustic signal propa⁃
gation speed. We first establish the observation model for underwater passive localization with SME, analyze the perfor⁃
mance loss due to neglecting SME in existing localization models, and derive the Cramer-Rao Lower Bound (CRLB) for 
the new localization scenario. Subsequently, the closed-form solution is developed for determining the source position and 
the unknown underwater acoustic signal propagation speed. The effectiveness and superiority of the proposed method are 
validated through theoretical analysis and numerical simulations.
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1　引言

无源定位具有隐蔽性强、精度高等优势，已广泛应
用于雷达、智慧交通、物联网等军事以及商业领域［1~3］.
常见的无源定位观测量有到达时间（Time Of Arrival，
TOA）、到达时间差（Time Difference Of Arrival，TDOA）、
到达频率（Frequency Of Arrival，FOA）以及到达频率差
（Frequency Difference Of Arrival，FDOA）等［4~6］. 当传感
器或接收站具备测向功能时，也可利用到达角（Angle 
Of Arrival，AOA）［7］提升定位精度 .

现有无源定位方法大致可分为最大似然估计
（Maximum Likelihood Estimation，MLE）方法［8］、凸优化
解［9，10］和闭式解［11~18］三类 . MLE方法和半定松弛（Semi⁃
Definite Relaxation，SDR）方法具有良好的鲁棒性，但它
们计算复杂度较高，且 MLE 方法需较好的初始值来保
证全局收敛，在实际中可能无法获取［19］. 闭式解由于其
计算效率高，受到了国内外众多学者的青睐 . 这些方法
在适度的观测噪声或位置误差条件下，均能够实现克
拉美-罗下界（Cramer-Rao Lower Bound，CRLB）［20］.

尽管如此，上述无源定位研究［8~19］为了简化定位模
型，均假设运动传感器的位置在电磁波信号传播过程
中不变或近似不变，忽略了电磁波信号传播过程中传
感器运动带来的影响 . 由于光速远大于传感器运动速
度，因此该假设对于自由空间中电磁波信号定位场景相
对合理 . 然而，对于声波、地震波等慢信号定位场景，传
感器的运动相对于这些信号传播速度无法忽略，继续
采用现有模型，忽略信号传播过程中产生的传感器运
动效应（Sensor Motion Effect，SME）可能会造成较大的
性能损失 . 针对这些问题，文献［21~23］以水声定位场
景为例，分别构建了多基地体制下存在 SME 的水声定
位模型，提出了渐近有效的闭式方法 . 然而，这些研究
仍存在以下不足：（1）文献［21~23］实质上考虑的是主
动定位场景，限制了其模型和方法在无源定位场景中
的应用，同时主动定位会引入较多额外变量，需要较多
传感器才能保证唯一解；（2）这些研究未考虑在实际场
景中水声信号传播速度的不确定性；（3）SME影响无源
定位性能的机制仍不清晰，且能够缓解甚至消除无源
定位中SME影响的估计方法尚未见公开报道 .

本文针对存在 SME和未知水声信号传播速度的水
下定位场景开展研究，并提出一种联合估计合作目标
位置与水声信号传播速度的闭式解 . 本文主要的创新
点和工作可概括为以下2个方面：

（1）针对水下无源定位场景，建立了存在 SME 的
TOA和 AOA观测模型，并分析现有研究忽略 SME对定
位性能的影响，导出考虑 SME 时合作目标位置与水声
信号传播速度联合估计的CRLB表达式 .

（2）分别提出仅利用 TOA和联合 TOA-AOA的闭式
解估计合作目标位置与水声信号传播速度，并通过理论

推导与仿真实验进一步验证本文所提方法的有效性 .
2　定位模型

水下定位场景如图 1所示，考虑在水下三维定位场
景中利用 M 个匀速运动的传感器对未知合作目标 uo =
(xyz)T 进行定位，其中，(*)o 表示参数 *的真实值，下

同 . 第 j 个传感器的初始位置与速度分别记为 s j =
(xs j

ys j
zs j

)T 和 ṡ j = (ẋs j
ẏs j

żs j
)T，其中，j= 12M. 由于

传感器运动速度相对于水声信号传播速度不可忽略，
因此第 j个传感器将会在新位置 s͂ j = (x s͂ j

y s͂ j
z s͂ j

)T 处接收

水声信号 . 合作式目标所发射的信号通常会携带发射
时间［5，15，16］，因此每个传感器均可得到TOA. 同时，通过
控制中心设置，结合必要校准技术及同步误差估计手
段可实现合作目标与传感器的时钟同步［17，24］，那么第 j

个传感器获取的真实TOA建模为

τ͂ o
j =

||uo - s͂ j||

co
（1）

根据传感器线性运动模型，可得新位置 s͂ j与初始位
置 s j存在如下关系：

s͂ j = s j + ṡ j τ͂
o
j （2）

由于式（1）所给表达式为TOA的递归形式，难以直
接表征真实TOA，因此对式（1）两边同时平方并将式（2）
代入，有

aj (τ͂
o
j )2 + bj τ͂

o
j + cj = 0 （3）

式（3）为关于 τ͂ o
j 的一元二次方程，系数 aj、bj和 cj分

别可表示为

aj = (co ) 2
- ṡT

j ṡ j

bj = 2ṡT
j (uo - s j )

cj =- (uo - s j ) T(uo - s j )
（4）

水声信号传播速度通常大于传感器运动速度，因

此-4ajcj > 0，结合TOA真实值必定为正，可得

τ͂ o
j =

-bj + b2
j - 4ajcj

2aj

（5）
本文延续现有无源定位［8~16］及考虑 SME主动定位

研究［21~23］中的高斯观测噪声模型，将第 j个传感器实际
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s j
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图1　水下定位场景示意图
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获取的 TOA 建模为真实值与观测噪声相叠加的形式 .
同时，SME仅使传感器位置发生了变化，在不同位置获

取 TOA 可认为是相互独立的过程，忽略 SME对观测噪

声的影响，那么第 j个传感器实际获取的TOA为

τ͂ j = τ͂
o
j + Dn͂j （6）

其中，Dn͂j表示第 j个传感器的TOA观测噪声 . 将所有传

感器获取的TOA表示为向量形式：

τ͂ = (τ͂1 τ͂2 τ͂M )T = τ͂o + Dn͂ （7）
其中，Dn͂ = (Dn͂1 Dn͂2 Dn͂M )T 为服从高斯分布的 TOA
观测噪声，其协方差矩阵为 Q τ͂；τ͂

o = (τ͂ o
1 τ͂

o
2 τ͂ o

M )T 为真

实的TOA.
此外，第 j个传感器在 s͂ j 处所得到的目标的真实方

位角和俯仰角分别可记为

φ͂o
j = arctan

uo (2)- s͂ j (2)

uo (1)- s͂ j (1)

θ͂ o
j = arctan

uo (3)- s͂ j (3)

( )uo (1)- s͂ j (1)
2

+ ( )uo (2)- s͂ j (2)
2

（8）

根据式（8）与式（2）可知，存在 SME 时的真实角度

与时间有关，这与现有无源定位模型有较大区别 . 在实

际观测时，真实方位角和俯仰角难以获取，与建立式（6）
的过程类似，将第 j个传感器实际得到的方位角和俯仰

角表示为

φ͂j = φ͂
o
j + Dφ͂j θ͂j = θ͂

o
j + Dθ͂j （9）

忽略 SME 对角度观测噪声的影响，将所有实际获

取的方位角和俯仰角建模为
φ͂ = (φ͂1 φ͂2 φ͂M )T = φ͂o + Dφ͂

θ͂ = (θ͂1 θ͂2 θ͂M )T = θ͂o + Dθ͂
（10）

其中，φ͂o 和 θ͂o 分别为真实方位角与真实俯仰角，Dφ͂与

Dθ͂为服从高斯分布的AOA观测噪声，它们的协方差矩

阵分别为 Q φ͂和 Q
θ͂
. 将所有传感器实际获取的 TOA 和

AOA表示为向量形式：

m͂ = (τ͂T φ͂T θ͂T )T = m͂o + Dm͂ （11）
其中，m͂o= ( )(τ͂o )T (φ͂o )T (θ͂o )T

T

，TOA-AOA观测噪声Dm͂服

从高斯分布，其协方差矩阵为Qm͂. 本文的主要目标为仅利用

TOA或联合TOA-AOA同时估计未知向量ϕo
1= ( )(uo )T co T.

3　理论性能分析

本节首先分析现有无源定位模型忽略 SME对定位

性能的影响 . 随后推导第 2 节定位模型的 CRLB，为后

续定位方法提供评价标准 .
3. 1　忽略SME性能损失分析

首先定义当 SME存在但被忽略时，第 j个传感器参

数化的TOA和AOA观测模型分别为

αj (ϕ1 )=
 u - s j

c

φj (ϕ1 )= arctan
u(2)- s j (2)

u(1)- s j (1)

θj (ϕ1 )= arctan
u(3)- s j (3)

l 2
j

（12）

其中，l 2
j = ( )u(1)- s j (1)

2

+ ( )u(2)- s j (2)
2

，ϕ1 = (uT c)T 为

参数化未知向量 . 忽略 SME 时，未知参数的最大似然

估计函数为

J ignore - SME = ( )m͂ - β(ϕ1 )
T
Q-1

m͂ ( )m͂ - β(ϕ1 ) （13）
其 中 ，β(ϕ1 )= (α1 (ϕ1 )α2 (ϕ2 )αM (ϕ1 )φ1 (ϕ1 )φ2 (ϕ2 ) 

)φM (ϕ1 )θ1 (ϕ1 )θ2 (ϕ2 )θM (ϕ1 )
T
表 示 参 数 化 的

TOA-AOA. 利用泰勒级数线性展开思想［25］，可分析忽

略 SME 对定位精度的影响 . 基本思路为：首先将

β(ϕ1 )在先验初始值处线性展开，随后通过最小化代

价函数得到目标参数估计值与真实值的关系式，从

而导出忽略 SME 时目标参数估计的均方误差（Mean 
Square Error，MSE）. 为了阐述简便，这里直接将参数

化的 TOA 和 AOA 在真实值 ϕo
1 = ( )(uo )T co T

处线性展

开，那么 β(ϕ1 )可近似改写为

β(ϕ1 )» β(ϕo
1 )+H (ϕo

1 )(ϕ1 - ϕ
o
1 ) （14）

其中，β(ϕo
1 )与β(ϕ1 )形式完全相同，仅需将β(ϕ1 )中的参

数使用真实值代替 . 矩阵H (ϕo
1 )为

H (ϕo
1 )= é

ë
êêêê ù

û
úúúú

¶β(ϕ1 )
¶u

  
¶β(ϕ1 )
¶c

|
|
||||
ϕ1 = ϕ

o
1

¶β(ϕ1 )
¶u

= [ ]C T
1 C T

2 C T
3

T

¶β(ϕ1 )
¶c

= (d T
1 d

T
2 d

T
3 )T

（15）

其中，向量 d2 和 d3 为 M 维全零向量，矩阵 C1、C2、C3 以

及d1的第 j行元素分别为

C1 ( j：)=
(u - s j )T

c u - s j

C2 ( j：)=
((s j (2)- u(2))(s j (1)- u(1))0)

l 2
j

C3 ( j：)=- ( )( )(u(1)- s j (1) ( )u(3)- s j (3)

´ ( )u(2)- s j (2) ( )u(3)- s j (3) -l 2
j

rj l
2
j

d1 ( j1)=-
 u - s j

c2

（16）

其中，rj =  u - s j ，l 2
j 的定义已在式（12）给出 .

将式（14）带入式（13），关于 ϕ1 求一阶偏导并置零

可得未知向量估计值的表达式为
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ϕ1 = ϕ
o
1 + ( )H (ϕo

1 )TQ-1
m͂ H (ϕo

1 )
-1

H (ϕo
1 )TQ-1

m͂ ( )m͂ - β(ϕo
1 )

 （17）
根据式（17）可得，估计向量ϕ1的均方误差矩阵为

MSE(ϕ1 )=E [ ](ϕ1 - ϕ
o
1 )(ϕ1 - ϕ

o
1 )T （18）

将误差表达式 ϕ1 - ϕ
o
1 = ϕ1 - E(ϕ1 )+E(ϕ1 )- ϕo

1 代入

式（18），整理有

MSE(ϕ1 )=             ( )H(ϕo
1 )TQ-1

m͂ H(ϕo
1 )

-1

1

+              ( )E(ϕ)- ϕo
1 ( )E(ϕ)- ϕo

1

T

2

   （19）

式（19）为现有方法忽略 SME 时，参数估计均方误

差的具体表达式，等式右边第一项为无 SME 时的均方

误差，第二项为忽略 SME引入的误差项 . 具体来讲，当

观测噪声足够小时，式（19）中包含噪声协方差矩阵的

第一项同样较小，那么现有方法忽略 SME 造成的性能

损失主要由第二项决定，换言之，观测噪声较小时，继

续采用现有方法可能会引起较大的性能损失 . 反之，当

观测噪声较大从而使第一项占据主导地位时，现有模

型与本文所提模型均方误差可能相对接近 . 此外还需

强调的是，当仅有 τ͂可利用时，向量 β(ϕ1 )及矩阵 H (ϕo
1 )

需分别调整为 β(ϕ1 )= ( )α1 (ϕ1 )α2 (ϕ2 )αM (ϕ1 )
T
和

H (ϕo
1 )=[C1  D1 ]，同时矩阵Qm͂ 退化为Q τ͂，利用相同的分

析方式同样可得上述结论 .
3. 2　CRLB

基于第2节所述定位模型，未知向量ϕo
1= ( )(uo )T co T

的费舍尔信息矩阵（Fisher Information Matrix，FIM）为
FIMSME = ( ¶m͂o

¶ϕo
1 ) T

Q-1
m͂ ( ¶m͂o

¶ϕo
1 ) （20）

其中，
¶m͂o

¶ϕo
1

为3M ´ 4的偏导矩阵，它可分块为

¶m͂o

¶ϕo
1

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú( )¶τ͂o

¶uo

T ( )¶φ͂o

¶uo

T ( )¶θ͂o

¶uo

T

( )¶τ͂o

¶co

T ( )¶φ͂o

¶co

T ( )¶θ͂o

¶co

T

T

（21）

其中，时间和角度分别关于未知向量的偏导项定义如下：

¶τ͂o

¶uo
( j：)=

(uo - s͂ j )T

co||uo - s͂ j|| + (uo - s͂ j )T ṡ j

¶φ͂o

¶uo
( j：)=

( )g1j

¶τ͂o

¶uo
( j：)+ f1j

l 2
j

¶θ͂o

¶uo
( j：)=

( )g2j

¶τ͂o

¶uo
( j：)- f2j

r 2
j lj

¶τ͂o

¶co
( j1)=

-  uo - s͂ j

2

(co )2 uo - s͂ j + co (uo - s͂ j )T ṡ j

¶φ͂o

¶co
( j1)= g1j

¶τ͂o

¶co

( j：)
l 2

j

¶θ͂o

¶co
( j1)= g2j

¶τ͂o

¶co

( j：)
(r 2

j lj )

（22）

其中，标量g1j和g2j计算方式为
g1j = (yo - y s͂ j

)ẋs j
- (xo - x s͂ j

) ẏs j

g2j = ( )(xo - x s͂ j
)ẋs j

+ (yo - y s͂ j
) ẏs j

(zo - z s͂ j
)- l 2

j żs j

（23）
向量 f1j和 f2j分别为

f1j = ( )-(yo - y s͂ j
)(xo - x s͂ j

)0

f2j = ( )(xo - x s͂ j
)(zo - z s͂ j

)(yo - y s͂ j
)(zo - z s͂ j

)-l 2
j

（24）

式（23）和式（24）中的 l 2
j 已在前文定义 . 对式（20）

求逆，可得未知向量ϕo
1 = ( )(uo )T co T

的CRLB为

CRLBSME = (FIMSME ) -1
（25）

另外，当仅有TOA可利用时，
¶m͂o

¶ϕo
1

退化为
¶τ͂o

¶ϕo
1

，同时

协方差矩阵相应调整为 Q τ͂. 为了更直观地展现考虑

SME的优势，这里进一步给出仿真实验 . 在水下定位场

景中，使用 6个传感器对未知合作目标位置和水声信号

速度进行估计，传感器初始位置及速度参数见表 1.
TOA 和 AOA 观测噪声的协方差矩阵分别设置为 Q τ͂ =

σ 2
τ͂ IM和Q φ͂ =Q

θ͂
= σ 2

a IM，其中 στ͂和 σa为观测噪声标准差，

分别设置为 στ͂ = 10-4σ与 σa = 0.02σ，其中 σ为噪声尺度

变化因子 . 未知目标坐标从 [01 000] m  ́[01 000] m  ́
[01 000] m的立方区域中随机生成，未知水声信号传播

速度在 1 400~1 500 m/s 范围内随机均匀产生，仿真实验

对比了分别使用TOA与联合TOA-AOA时，忽略SME的理

论性能［式（19）］和本文所提模型的理论性能［式（25）］，仿
真实验结果在图 2中给出 . 为了描述方便，忽略 SME的

理论性能在仿真实验中分别记为忽略 SME（TOA）和忽

略SME（TOA-AOA）.
根据仿真实验可知，当观测噪声较小时，仅利用

TOA 忽略 SME 的定位方法理论性能较差，这主要是由

于观测噪声较小时，式（19）第二项占据性能主导地位 .
虽然联合 TOA-AOA 的定位性能略优于仅利用 TOA 的

估计性能，但依旧无法扭转忽略 SME 导致的性能恶化

现象，这也反映出在水声定位场景考虑 SME的重要性 .
随着观测噪声的增加，忽略 SME 的理论性能会逐渐逼

近本文所提模型的CRLB，这主要是由于观测噪声较大

时，式（19）第一项，即不存在 SME的均方误差占据估计

性能的主导地位，这与 3.1节理论分析保持一致 . 此外，
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对于本文所提定位模型，联合 TOA-AOA比仅利用 TOA
可提供更小的目标位置和水声信号传播速度估计均方

根误差 .

4　本文所提方法

本节具体阐述本文所提方法，其中4.1节分别构建了

仅利用TOA和联合TOA-AOA的定位方程，利用WLS技

术分别给出目标位置与水声信号传播速度估计的初始

解；4.2节基于误差修正的思想进一步提升参数估计精度 .
4. 1　初始解

4. 1. 1　仅利用TOA
对式（1）两边同时平方，移项可得

 s j + ṡ j τ͂
o
j

2

- 2(s j + ṡ j τ͂
o
j )Tuo + (uo )Tuo - (τ͂ o

j co )2 = 0    （26）
将式（6）代入式（26）整理可得TOA方程：

 s j + ṡ j τ͂ j

2

- 2(s j + ṡ j τ͂ j )Tuo + (uo )Tuo - (τ͂ jc
o )2

         = 2 ( )(s j + ṡ j τ͂ j )T ṡ j - ṡT
j uo - τ͂ j (c

o )2 Dn͂j

（27）

将满足 j = 12M的所有式（27）联立：

b1 -A1ψ
o
1 =B1Dn͂ （28）

其中，ψ o
1 = ( )(uo )T (co )T (uo )Tuo T

为第一步的未知向

量，(uo )Tuo为额外变量，b1、A1以及B1的第 j个元素、第 j

行元素及对角线元素分别为

b1 ( j1)=  s j + ṡ j τ͂ j

2

A1 ( j：)= [ ]2(s j + ṡ j τ͂ j )T  -1  τ͂ 2
j

T

B1 ( jj)= 2 ( )(s j + ṡ j τ͂ j )T ṡ j - ṡT
j uo - τ͂ j (c

o )2

（29）

那么仅利用TOA时，ψ o
1 的WLS初始估计值为

ψ̂1 = (AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1b1 （30）
其中，加权矩阵计算方式为W1 = (B1Q τ͂B

T
1 )-1. 当观测噪

声较小时，忽略二次及以上噪声项，可得E(ψ̂1 -ψ
o
1 )» 0，

那么估计误差协方差矩阵为

cov(ψ̂1 )= (AT
1W1 A1 )-1 （31）

4. 1. 2　联合TOA-AOA
仅利用 TOA 会引入额外变量 (uo )Tuo，尽管后续可

通过误差修正的方法降低伪线性手段造成的性能损

失，但当观测噪声较大时，可能造成一定的性能损失 .
为了解决该问题，可利用AOA消除额外变量 .

令 po
j = (cos θ͂ o

j cos φ͂o
j cos θ͂ o

j sin φ͂o
j sin θ͂ o

j )T 为第 j 个

传感器与目标连线方向的单位向量，则有

uo - s͂ j = po
j  uo - s͂ j （32）

对式（32）两端同时乘以 ( po
j )T，可得

( po
j )T (uo - s͂ j )=  uo - s͂ j （33）

将式（33）代入式（1）中可建立如下关系式：

( po
j )T (uo - s͂ j )= co τ͂ o

j （34）
将式（6）和式（9）代入式（34），同时仅保留线性噪

声项，有
pT

j (s j + ṡ j τ͂ j )- pT
j uo + τ͂ jc

o

= (co + ṡT
j p j )Dn͂j

   +(s j + ṡ j τ͂ j - uo )T (d1jDφ͂j + d2jDθ͂j )

（35）

其 中 ，向 量 d1j = (cos θ͂j sin φ͂j -cos θ͂j cos φ͂j 0)T 且 d2j =

(sin θ͂j cos φ͂j sin θ͂j sin φ͂j -cos θ͂j )T，p j 仅需将 po
j 中的真实

参数用 φ͂j 和 θ͂j 代替 . 此外，定义与 po
j 正交的 2个单位向

量分别为
αo

j = (-sin φ͂o
j cos φ͂o

j 0)T

β o
j = (-sin θ͂ o

j cos φ͂o
j -sin θ͂ o

j sin φ͂o
j cos θ͂ o

j )T
（36）

对式（36）、式（32）两边分别乘以(αo
j )T和(β o

j )T，可得

表1　传感器初始位置和速度参数

序号

1
2
3
4
5
6

位置/m
xsj

300
400
400
350

-100
200

ysj

100
150
500
200

-100
-300

zsj

150
100
200
100

-100
-200

速度/(m·s-1)
ẋsj

30
-30
10
10

-20
20

ẏsj

-20
10

-20
20
10

-10

żsj

20
20
10
30
10
10

(a) 位置估计性能

(b) 水声信号传播速度估计性能

图2　考虑/忽略SME的理论性能对比
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(αo

j )T (uo - s͂ j )= 0

(β o
j )T (uo - s͂ j )= 0

（37）
将式（6）和式（9）代入式（37），则有

αT
j (s j + ṡ j τ͂ j )- αT

j uo = ṡT
j α jDn͂j +  uo - s j - ṡ j τ͂ j cos θ͂jDφ͂j

β T
j (s j + ṡ j τ͂ j )- β T

j uo = ṡT
j β jDn͂j +  uo - s j - ṡ j τ͂ j Dθ͂j

（38）
将式（35）和式（38）联立并改写为矩阵形式，则有

b2 -A2ϕ
o
1 =B2Dm͂ （39）

其中，b2 = (bT
21 b

T
22 b

T
23 )T，A2 =[AT

21 A
T
22 A

T
23 ]T，它们的具体

元素可表示为
b21 ( j1)= pT

j (s j + ṡ j τ͂ j )

b22 ( j1)= αT
j (s j + ṡ j τ͂ j )

b23 ( j1)= β T
j (s j + ṡ j τ͂ j )

A21 ( j：)=[ pT
j   -τ͂ j ]

A22 ( j：)=[αT
j   0]

A23 ( j：)=[β T
j   0]

（40）

另外，3M维方阵B2表示为分块矩阵：

B2 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úB21 B22 B23

B24 B25 B25

B27 B28 B29

（41）
其中，B26 和B28 为M维全零方阵，其余矩阵均为对角矩

阵，其对角线元素可表示为
B21 ( jj)= (co + ṡT

j p j )

B22 ( jj)= (s j + ṡ j τ͂ j - uo )Td1j

B23 ( jj)= (s j + ṡ j τ͂ j - uo )Td2j

B24 ( jj)= ṡT
j α j

B25 ( jj)=  uo - s j - ṡ j τ͂ j cos θ͂j

B27 ( jj)= ṡT
j β j

B29 ( jj)=  uo - s j - ṡ j τ͂ j

（42）

那么联合TOA-AOA时，ϕo
1的WLS初始估计值为

ϕ̂1 = (AT
2W2 A2 )-1 AT

2W2b2 （43）
其中，加权矩阵为W2 = (B2Qm͂ BT

2 )-1.
4. 2　定位误差修正

4. 2. 1　仅利用TOA
将真实值ψ o

1 表示为初始估计值 ψ̂1与定位误差Dψ1

叠加的形式，则有
uo = ψ̂1 (1：3)- Dψ̂1 (1：3)

(co )2 = ψ̂1 (4)- Dψ̂1 (4)

(uo )Tuo = ψ̂1 (5)- Dψ̂1 (5)

（44）

ψ o
1 (5)与ψ o

1 (1：3)存在如下非线性关系：

ψ o
1 (5)- 1Tψ o

1 (1：3)ψ o
1 (1：3)= 0 （45）

将式（44）最后一个方程代入式（45），联合式（44）
其余等式，忽略二阶及以上噪声项，则有

b3 -A3ψ
o
3 =B3Dψ̂1 （46）

其中，ψ o
3 = ( )(uouo )T (co )T T

为待估计向量，且 b3、A3和

B3分别定义为

A3 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úI3 03

0T
3 1

1T
3 0

B3 = blkdiag ( )2ψ̂1 (1：N )T 11

b3 = ( )ψ̂1 (1：3)ψ̂1 (1：3)ψ̂1 (5)ψ̂1 (4)
T

（47）

利用WLS技术可得ψ o
3 的估计值为

ψ̂3 = (AT
3W3 A3 )-1 AT

3W3b3 （48）
其中，加权矩阵为W3 = ( )B3cov(ψ̂1 )BT

3

-1. 因此，仅利用

TOA得到的最终估计值为

û3 = diag ( )sign ( )ψ̂1 (1：N )  ψ̂3 (1：N )

ĉ3 = ψ̂3 (N + 1)
（49）

将 ψ o
3 代 入 式（49），整 理 可 得 估 计 误 差 向 量

(DûT
3 Dĉ3 )T为

(DûT
3 Dĉ3 )T = P -1

1 Dψ̂3

= 2[ ]diag(ûT
3 ĉ3 )

-1
Dψ̂3

（50）
当观测噪声足够小时，忽略高阶噪声项近似可得

E(Dψ̂3 )»0，进而有E(DûT
3 Dĉ3 )»0，即本文所提方法在TOA

观测噪声较小时近似为无偏估计，其协方差矩阵可写为

cov ((DûT
3 Dĉ3 )T ) = P -1

1 cov(ψ̂3 )P -T
1

=P -1
1 (AT

3W3 A3 )-1 P -T
1

（51）
4. 2. 2　联合TOA-AOA

将ϕo
1 的估计值表示为真实值与估计误差的叠加形

式，可得

uo = ϕ̂1 (1：3)- Dϕ̂1 (1：3)

co = ϕ̂1 (4)- Dϕ̂1 (4)
（52）

将式（52）分别代入式（27）和式（38），忽略二阶及

以上误差可得

b4 -A4ϕ
o
2 =B4Dm͂ （53）

其 中 ，ϕo
2 = ( )Dϕ̂1 (1：3)T Dϕ̂1 (4)

T

为 未 知 变 量 ，b4 =

(bT
41 b

T
42 b

T
43 )T，A4 =[AT

41  A
T
42  A

T
43 ]T，它们所包含分块向量

和分块矩阵的每一行元素具体分别为

b41 ( j1)=  ϕ̂1 (1：3)- (s j + ṡ j τ͂ j )
2

- τ͂ 2
j ϕ̂

2
1 (4)

b42 ( j1)= αT
j (s j + ṡ j τ͂ j )- αT

j ϕ̂1 (1：3)

b43 ( j1)= β T
j (s j + ṡ j τ͂ j )- β T

j ϕ̂1 (1：3)

（54）

和

A41 ( j：)= 2 ( )( )ϕ̂1 (1：3)- (s j + ṡ j τ͂ j )
T

-τ͂ 2
j ϕ̂1 (4)

A42 ( j：)= (-αT
j 0)T

A43 ( j：)= (-β T
j 0)T

（55）
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另外，矩阵B4可表示为

B4 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úB41 OM ´M OM ´M

B44 B45 OM ´M

B47 OM ´M B49

（56）
其中，矩阵B44、B45、B47以及B49的表达形式分别与式（42）
中的B24、B25、B27以及B29相同，仅需将第一步估计值替

换（42）中对应参数值即可得到 . B41 为对角矩阵，其对

角线元素为

B41 ( jj)= 2 ( )(s j + ṡ j τ͂ j )- ϕ̂1 (1：3)
T

ṡ j - τ͂ jϕ̂
2
1 (4) （57）

类似地，未知向量ϕo
2的WLS估计值为

ϕ̂2 = (AT
4W4 A4 )-1 AT

4W4b4 （58）
其中，加权矩阵W4 = (B4Qm͂ BT

4 )-1. 因此，联合 TOA-AOA
得到的目标位置和水声信号传播速度估计值为

û4 = ϕ̂1 (1：3)- ϕ̂2 (1：3)

ĉ4 = ϕ̂1 (4)- ϕ̂2 (4)
（59）

对式（59）左右两边同时减去真实值，可得估计偏差为

Dû4 = û4 - uo = Dϕ̂1 (1：3)- ϕ̂2 (1：3)

Dĉ4 = ĉ4 - co = Dϕ̂1 (4)- ϕ̂2 (4)
（60）

根据式（60）可知，联合 TOA-AOA的估计偏差等价

于第二步的估计偏差 . 当观测噪声较小时，对式（60）两

边求期望并仅保留线性噪声项，有E(DûT
4 Dĉ4 )» 0，即联

合 TOA-AOA 的估计方法在观测噪声较小时同样近似

无偏估计，进而可得协方差矩阵为

cov ((DûT
4 Dĉ4 )T ) = (AT

4W4 A4 )-1 （61）
还需说明的是，无论是仅利用 TOA 还是联合

TOA-AOA 定位，根据式（29）和式（42）可知，第一步获

取初始估计值需依靠未知参数 . 为了解决该问题，本

文采用与文献［24］和文献［25］相同的思想，首先设

置加权矩阵 W1 和 W2 为单位矩阵，得到粗略估计值后

再对它们进行修正，从而给出最终估计值 . 根据后续

仿真实验，这种近似操作带来的性能损失可忽略不

计 . 具体计算步骤如算法 1 与算法 2 所示 .

5　方法分析

本节首先证明当观测噪声较小时，本文所提方法

理论性能可到达CRLB，随后以所需实数乘法为主分析

本文所提方法的计算复杂度，同时对比现有方法和本

文所提方法所需传感器数目 .
5. 1　方法性能分析

根据第4节的分析，本文所提方法仅利用TOA与联

合TOA-AOA定位方法在观测噪声较小时均近似为无偏

估计 . 因此，判断本文所提方法能否实现CRLB性能仅需

分别比较协方差矩阵式（51）、式（61）与CRLB式（25）. 将

加权矩阵W3和W4分别代入式（51）和式（61）整理可得

cov-1((DûT
3 Dĉ4 )T )

         = (B-1
1 A1 B-1

3 A3 P1 )TQ-1
τ͂ (B-1

1 A1 B-1
3 A3 P1 )

cov-1( )(DûT
4 Dĉ4 )T = (B-1

4 A4 )TQ-1
m͂ (B-1

4 A4 )

（62）

不难发现，式（62）与式（25）具有相同的矩阵形式 .
事实上，当观测噪声足够小时，通过矩阵乘法等运算操

作［26］可得

B-1
1 A1 B-1

3 A3 P1 »
¶τ͂o

¶ϕo
1

B-1
4 A4 »

¶m͂o

¶ϕo
1

（63）

因此，所提仅利用TOA和联合TOA-AOA的定位方

法在观测噪声较小时均可实现CRLB性能 .
5. 2　方法计算复杂度分析

表 2给出了不同方法所需计算复杂度（仅考虑实数

乘法［27］）对比情况 . 本文所提方法（仅利用 TOA）的计

算复杂度主要集中于计算加权矩阵W1和W3，以及初始

解 ψ̂1 和最终解 ψ̂3. 不失一般性地，所提仅利用 TOA 的

定位方法计算复杂度约为 O(M 3 ). 与现有忽略 SME 的

无源定位方法［15］相比，计算复杂度处同一量级 . 虽然现

有考虑 SME的主动定位方法［21］（仅利用TOA）计算复杂

度同样约为O(M 3 )，但该方法引入较多额外变量，至少

需要 9个传感器才能给出唯一解 . 根据第 4节阐述，本

文所提方法仅利用 TOA 时，未知向量ψ o
1 共包含 5个元

素，由于每个观测站仅能获得 1个TOA并建立 1个独立

方程，根据矩阵基本运算理论［26］，至少需要 5个观测站

才能保证唯一解 . 此外，所提联合 TOA-AOA 方法的计

算复杂度略大于文献［22］所提方法，但与考虑 SME 的

TOA-AOA主动定位方法［23］计算复杂度相当，这主要是

算法1 所提仅利用TOA定位方法

输入： 向量 τ͂以及协方差矩阵Q τ͂

输出： û3以及 ĉ3

1. 根据式(29)构建b1和A1，令加权矩阵W1为单位矩阵，根据式(30)
计算粗略估计值

2. 利用粗略估计更新加权矩阵，再次根据式(30)计算初始估计值 ψ̂1

3. 利用 ψ̂1，根据式(47)分别构建b3、A3以及B3

4. 根据式(48)和式(49)计算最终目标位置 û3与水声信号传播速度 ĉ3

算法2 所提联合TOA-AOA定位方法

输入： 向量 m͂以及协方差矩阵Qm͂

输出： û4以及 ĉ4

1. 根据式(40)构建b2、A2,令加权矩阵W2为单位矩阵，根据式(43)
计算粗略估计值

2. 利用粗略估计值更新加权矩阵W2，再次利用式(43)计算初始估

计值 ϕ̂1

3. 利用 ϕ̂1，根据式(54)~(57)分别构建b4、A4以及B4

4. 根据式(58)和式(59)计算最终目标位置 û4与水声信号传播速度 ĉ4
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由于利用 AOA比利用 FOA提升了矩阵维度，从而增加

了计算复杂度 . 尽管如此，本文联合 TOA-AOA 的定位

方法能够将所需传感器数量降为 2个，具有较强的水下

定位工程应用价值 . 联合 TOA-AOA 定位时，未知向量

ϕo
1 元素个数为 4，每个观测站可获取得到 1个TOA、1个

方位角及 1 个俯仰角观测量，能够建立 3 个独立方程，

因此仅需2个观测站即可给出唯一解 .

6　仿真实验

本节基于 Intel Core i5笔记本平台开展仿真实验进

一步验证理论分析 . 其中，传感器位置、速度及目标位

置均随机产生，具体坐标界限见表 3，TOA、AOA观测噪

声协方差矩阵设置与第 3节一致 . 同时，为了匹配三维

未知水声传播速度定位场景，仿真实验对文献［15］所

提方法进行了适当调整，将该方法分别扩展为仅利用

TOA 和联合 TOA-AOA 估计目标位置与水声信号传播

速度，并将它们与本文方法进行对比 . 仿真实验同时添

加了忽略 SME的理论性能［式（19）］与本文所提模型的

CRLB［式（25）］，分别作为文献［15］所提方法与本文所

提方法的评价基准 . 另外，仿真实验还给出现有考虑

SME的主动定位方法［21~23］与本文所提方法估计性能的

对比情况 . 仿真性能指标通过 L = 5 000 次蒙特卡罗实

验所得均方根误差进行评估，其定义式为

RMSE (ς)= ∑
l = 1

L

 (ςl - ς
o )

2
L （64）

其中，ςo 表示目标位置或水声信号传播速度真实值，ςl

表示第 l次仿真估计结果 .
6. 1　仿真情形1

图 3给出了本文所提方法与现有无源定位方法估

计性能随尺度因子的变化情况，传感器数目设置为 6
个 . 根据仿真结果可知，经过适当调整的方法［15］（即文

献［15］所提方法，后文方法［21~23］同理）无法到达其

对应的理论性能，这可能是由于实际仿真中忽略 SME
引入了更大的估计误差，导致与理论性能失配 . 该现

象在现有无源定位研究中也较为常见，例如在文献［25］
中位置误差影响了观测误差特性，忽略传感器误差时，

实际仿真所得RMSE同样无法逼近其对应的理论值 . 与

本文所提方法相比，仅利用 TOA 的方法［15］在目标位

置和水声信号传播速度估计方面有着明显差距（尤其是

对于观测噪声较小的情况），这主要由于方法［15］未考虑

SME，且式（19）第二部分偏差项主导定位性能 . 联合

TOA-AOA 的方法［15］虽可略微改善定位性能，但仍无

法扭转忽略 SME带来的性能损失 . 随着观测噪声的逐

渐增大，方法［15］与本文所提方法之间的估计性能差距

逐渐缩小，这主要是因为观测噪声较大时，式（19）的第一项

占据定位性能主导地位，这与理论分析保持一致 . 此外，

本文所提方法在整个观测噪声范围内均可实现或接近

CRLB性能，且联合TOA-AOA具备更小的均方根误差 .

表2　本文所提方法与现有方法计算复杂度对比情况

方法

本文所提方法(仅利用TOA)
本文所提方法(联合TOA-AOA)

忽略SME无源定位方法[15](仅利用TOA)
考虑SME闭式方法[21](仅利用TOA)

考虑SME闭式方法[22](联合TOA-FOA)
考虑SME闭式方法[23](联合TOA-AOA)

计算复杂度

O(M 3 )

O(27M 3 )

O(M 3 )

O(M 3 )

O(8M 3 )

O(27M 3 )

传感器数目

≥5
≥2
≥4
≥9
≥3
≥3

表3　传感器与目标参数界限值

界限

传感器

未知目标

位置/m

速度/(m·s-1)

位置/m

xsj

ysj

zsj

ẋsj

ẏsj

żsj

x

y

z

上界

600
600
500
20
20
20

-3 000
-3 000
-3 000

下界

-600
-600
-500
-20
-20
-20
3 000
3 000
3 000

(a) 位置估计性能

(b) 水声信号传播速度估计性能

图3　本文所提方法与现有无源定位方法估计性能对比情况
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6. 2　仿真情形2
图 4给出了本文所提方法估计性能随传感器数目

的变化情况，目标与传感器参数设置同 6.1 节，TOA、

AOA 观测噪声分别设置为 στ͂ = 1 ms 与 σa = (π/360)  rad.
根据仿真结果可知，本文所提仅利用 TOA 的定位方法

至少需要 5个传感器才可接近CRLB性能，这主要是因

为三维定位场景下式（28）的未知变量个数为 5个，所以

至少需要 5个独立方程才能给出唯一解 . 相比之下，联

合TOA-AOA的定位方法仅需 2个传感器便可估计目标

位置与未知水声信号传播速度，这可为水下定位的工

程应用提供一定的理论基础 .

6. 3　仿真情形3
图 5和图 6分别给出了使用 5个传感器和 9个传感

器时，本文所提方法与现有主动定位方法［21~23］估计误

差的累计分布函数（Cumulative Distribution Function，
CDF）对比情况，TOA观测噪声设置为 στ͂ = 0. 1 ms，其余

参数设置与6.1节相同 .
根据仿真结果图 5可知，由于引入了 FOA，因此方

法［22］的定位性能优于本文仅利用 TOA 的定位方法，

同时，联合 TOA-AOA的主动定位方法［23］定位性能也

优于本文所提方法，这主要得益于该方法考虑了二阶

观测噪声项 . 根据第 5节理论分析可知，这 2种方法至

少需要 3 个传感器才能给出唯一解，本文联合 TOA-

AOA的方法仅需2个传感器便可给出目标位置估计值，

且本文所提方法还可确定水声信号传播速度 . 此外，对

比图5和图6可得，对于仅使用TOA的主动定位方法［21］，

至少需要 9 个传感器才能保证其良好的定位性能 . 然

而，在实际定位场景中由于存在多任务并发或强干扰

等挑战，难以保证同时有较多数目的传感器 . 而本文所

(a) 位置估计性能

(b) 水声信号传播速度估计性能

图6　本文所提方法与现有主动定位方法估计误差CDF对比情况(传
感器数量为9)

(a) 位置估计性能

(b) 水声信号传播速度估计性能

图4　本文所提方法估计性能随传感器数目的变化情况

(a) 位置估计性能

(b) 水声信号传播速度估计性能

图5　本文所提方法与现有主动定位方法估计误差CDF对比情况(传
感器数量为5)
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提仅利用 TOA 的定位方法，仅需 5 个传感器即可同时

估计目标位置与水声信号传播速度 .
表 4 中给出了不同方法在 3 种仿真情形下的平均

执行时间 . 根据表中数据可知，本文所提方法无论是仅

利用 TOA还是联合 TOA-AOA，平均执行时间与采用相

同观测量的对比方法处于同一量级 . 综上所述，本文所

提方法在保持良好定位性能的基础上兼顾了计算效

率，对于工程实践具有一定的指导意义 .

7　结论

针对现有无源定位方法忽略 SME，无法有效应用

于声波、地震波等慢信号定位环境中定位场景等问题，

本文以水声定位场景为例，分别建立了存在 SME 时的

TOA 和 AOA 观测模型，提出了联合估计目标位置与未

知水声信号传播速度的无源定位闭式方法 . 理论分析

表明，本文方法计算复杂度与现有定位方法处于同一

量级，且可减少现有方法所需传感器数目，仿真实验进

一步证明了本文所提方法的有效性与优越性 . 需要指

出的是，本文研究还存在部分不足之处，例如本文并未

涉及利用 TDOA处理存在 SME的无源定位问题或考虑

SME对观测噪声的影响 . 同时，本文并未考虑非水声环

境场景下存在 SME 的定位研究，这些问题也将作为后

续研究的重点 .
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